
��� ��������

�������� ������	
 �������
 �������
 ������ �� �������

� � ��������	 �

����� ����	� �	����
������

������� ������ �����
 ��	 �����
 ���� �����

���������� ���		 
���� � ������	 
���� �� ������

���	�
������

� ����������� 	��
���������� ����
� ������ ��������� ����� ��� ��
����� ������
��
��� �� �������  �� ���!��� ����� �	���� ��������� ������ � �"������� �������  ���
��� ���
����#����� � ��������� 	������ ��$�������� �"�������% �� ��� ��� ��������� ����
��� � ��� & � �� ����� ����� ���� � ��� ��������� ������ ���� & �� ���
� ��� ���
���� �������� �� ��� �������� ������% '�� 
������ �		��
������ ��� �������������� � ���
���  ��
���� ���� ��� ���� (����
�� ���� �� � ������� ��� ����
� ������ ������

��!����� ���� ��	����% �� ���� 	�	��� �� ����� ��� ��� ��������� ������!� )
����#
��������� �� ��� 	��
���������� ���  �
�� �� ��� 	�� �����
� � ���  �� � 
��	�����
�(�� ���
* ��(� 	��(���� ���
� �� *���� �� (� � ��Æ
��� ���� 
���  �� ����
� ������
��	� ����������%

� ���������� �	�����

+� 
������� � ��������������� 
��	�����(�� ,�� 	��(��� ���
��(�� (� ���  ��� 	��
������� �"������ �� � !����(������� ��
� �--./01�% 2�� 	��(��� �� �� ��������� ���
�������� 	�������� ���� ����� ����

������� & �� �3�

 �� � � � � 4 ��� ���� & � ��� ��4� & �� ��!��% 2�� ��
� ����

� & ���� & ��5 / ��6��� 3���

��� ��� ������� � �� ��!�� (�

� & ���� & �	��������� &

�
3 /


 � 3

4
�3� ���

��������
�

.��� � & �� �� ��� !���
���� 
 & 3�5 �� ��� ����� � �	�
�7
 ���� ��� 	 �� ��� �	���
� �����% 2�� ,�� �� ��	������
 �� ��
� 	���� � ��� �����!�� ��� 4� ����� ��� 8�
�

����������� �� �������� �������
 ���������� �� ��������
 �������
 � !"�"#$"�"
%	
��	�	����
�����&� '(� )��* )�� ��������� �� ���� +� �(� ,�- ������ .��$#/0/�
 ���$
#0�//"
 ��� .�1$""0�"!#
 ��� +� 2�)����� 2�������� ,������� 2�+������� ����� ��+��������
�/"#0	�

����������� �� ���(������� 3 ����������
  �� �������� ����������
 ,�����*
 4. ��/�#$""005
1��6
 2�)����� 2�������� ,������� 2�+�������
 2��������
 �. #//	$##!#5 ��� 1�.��
 ,.�.
2������ 6������( ������
 7������
 4. ��8!	$�	## %�������	
�����&� '(�� )��* )�� ��������� ��
���� +� ,.�. ����� �������� ,.�	$	#!" ��� +� 2�)����� 2�������� ,������� 2�+������� �����
��+�������� ��0!!��

�'(� ������ �������
 �������
 9. #!	�� %��������	�����	��	
������	��&�



4 ���� ������ ��	 �
���

���(�� � & ����	 �
���� 3% +� ��� � �������� 7���� ��$����
� ������ �� ���
����#�
�3� �� � ��� ��� ����

� & �� � �� � � � � � �� � ���� & 4�

9�� �� & ���� � � � � � �
�
��� (� ��� �������� !�
��� � ��� 7���� ��$����
� 	��(���� ���

�� & ������ � ��� ������� � ����

2�� ���
���� ��������� 	��(��� �� � ���  ���:

�� ;���� & ���� ;���������  & 3� � � � � �� �4�

����� �� ������� ��� ���	���� !���� ����� /������4�� ��� ;�� �� �� �		��������� � 
�� & ����� ��7��� ����� ��� ���
����� 7��� ����� ������� (������ �--./01� .8)<=��

;�� & �� � ��>��� �

����� >� ������� ��� ����!���� �	���� ��$����
� �	������� �%�%� >��� & �� � �����
��� ����� ��� ����
����  ��
���� �� �� ��7��� ��

�� & ��
��	
�
��	

��

�
�� 3�

��
�

��
�

�
� �1�

�� �1�� �� �� ��� ��
�� 8�
� ���(�� �� ��� / ������4 ��� �� �� � ��!�� 
���$ 8�
�
���(�� ��*�� �� (� ��0? �� ���� 	�	��% � �� ��� ��!�� � ��� ����
����  ��
����� ���
�
�� ��*�� �� (� 4 �� ��� ������
�� �	��������% 2��� ����� ���� �� �� ��	��
�� (�
��� ������ � ��� ? !����� 
������� ������ �� % 2�� ����
����  ��
���� �� 
�������
��� ������ � ����7
��� !��
�����% �� 	����� ����� �� � ��� �� �	������� �� �		����
����� ��� ;�� & �� % �� �� ��
������ �(�!� ��� ;�� 	��!���� �� ��
������� ������ � 
�	�������% �� ���  �������� ���
������� �� ������ ��� ��������� ������ �4� �� ���
 ��� � � �������� �"������:

� ���� & �� �5�
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������ ������
� ��� (��� �� ��� 
��� � ������ �@
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���� �����  �� � ��!�� �� ��!��!�� ���

��
������� � ��� ���
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�
������J� ������% 2�� C�
�(��� 	��(���� ��� ���!�� ���� E8DB)� ��� ��� ���������
�������� ������� ��� ����� �� '��%4  �� ��� ���� ��#�� � & 3�34= ��� � & 3�4?6% ��

�� (� ���� 
������ ��� 
��!�����
� ����������� �� ��� ���� �� ��7���% �� ��������
2�� 7��� ��� ����� ��� ������ ��� 	������ 	����� �����% 2��� ��		��� �� ������
��� �

������� ��� ���!�� ��� C�
�(��� 	��(����% +� ��� ���!� ��� ���� ���
����
��������� ������� ����� �)���% +� ��� = ��(������� ���� ��� �!����		��� ��#� �"����
�� ?�% 2�� ���(��� � �)��� ���������� ��� ����� �� '��%1% 2�� ��������� ���(���
��� ��
� ������� ���� ���� � ��� ������� ����
� ������J� ������ �'��%4�� ��� ���
��������� ��������� ���(��� �� ��� 
����� ���� ��
� �� �� ��7�� ��� ����  ���
� & 3�34= �� � & 3�4?6 �� ��� � (����� ���������� � ��� ���
* ��!�%

 ���	�����

�-E8/�3��� ������ �� �	
��� �� ������� ��� �� ������ ���

������	�
 �������	� ���	��� ��� �������� ��������
 ������ ������
�������������	�
���������	�� 
��� ��� ��
����������� 4��3%

�--./01�� �����	���� �� ����
������ �� ������� �� �
���
�� �� ������
��� ��  
��!� ����� ����� �� ���� ��� ��		 �������	 �����!����� ����	����
-�)2B�.�01��31� 2�� -����� ���	���� 3001%



6 ���� ������ ��	 �
���

0 50 100 150 200 250
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

'����� 3: 8�
� ������(����� ��� ��� ���
* ��
�����%

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
10

−10

10
−9

10
−8

10
−7

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

no
nl

in
ea

r 
re

si
du

al
s

Newton iterations

h=1/128

h=1/256

'����� 4: ��������� �������� ������� � ��� ����
� ������J� ���������  �� ��� ,��
	��(��� ���� ���� ��#�� � & 3�34= ��� � & 3�4?6%



�
������ �		����� ������� ����
�	���
���� <

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
10

−10

10
−9

10
−8

10
−7

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

no
nl

in
ea

r 
re

si
du

al
s

ASPIN iterations

h=1/256

h=1/128

'����� 1: ��������� �������� ������� � ��� ������!� )
����# 	��
���������� ����
�
������J� ���������  �� ��� ,�� 	��(��� ���� ���� ��#�� � & 3�34= ��� � & 3�4?6%

�-)0��"� #� �	
$� ���  � ����� "!���� #�!	�� ������� ��� �	���� �!����� ��
�$������� )��8 C% )
�% )���% ���	��%� 33 �300��� 		% ?0K<3%

�-)05�"� #� �	
$� ���  � ����� ��������� �����! �� �	���� %� ��&#�!	��
�	��������� )��8 C% L	����#������ 5 �3005�� 		% 40<K11�%

��A05�%�&�� ��� ��� � �	�'�� '���� ������������ ������� ��� ������ �&
	���� �		����� ����	���� ������	����� 8���%� 3=� �3005�� 		% 43K4<%

��E�/0=�%�&�� ���� �� �� �	
��� �� (� )����� �� �� ������ ��� �� "�
 
��!� ����		�	 %� ��(#�!	��(��� ��) �	�������� ��� ��� ������� ��		 �������	
�$������ )��8 C% )
�% ���	��%� 30 �300=�� 		% 456K46?%

������%�&�� ��� ��� �� (� )����� %�	����	! ������������ ������ %� ��

�	��������� )��8 C% )
�% ���	��%� 4���% ���(�������
�A)=1��� (� ������ ��� �� �� �����*��� %�������	 *������ ��� +���������
,�����)���� �� %�	���� �$������� ������
��.���� �C� 30=1%

�AB)=4��� �� ���*
� �� �� (��������� ��� +� �������!� -����� %� �� ����&
���� )��8 C% �����% ����%� 30 �30=4�� 		% 5��K5�=%

�A.0<�� �	�'� ��� �� ���,*����� , ��� �	���� ����� ������������

������� -�2� �300<�� 		% 406�133%
�B+05��� �� (�������� ��� �� �� ���,�	� .	���		! �������� ������ %� ��
�������� )��8 C% L	����#������ 5 �3005�� 		% 101K544%

�B+06��� �� (�������� ��� �� �� ���,�	� ������� ��� ������ ����� � �

������ %� �� ������� )��8 C% )
�% ���	��%� 3< �3006�� 		% 36�14%
�E�8/����� �� �	
��� �� (� )����� �� �� ������ ��� � �� +��	�	�� .	��&
�	�)�� %� ��&#�!	��&��� ��) �	�������� �� ���� ��� ��� ����		�	 ���	���� �/'�
���% C% .��� ��� �����
� ���	����� �		��
������� 35 �4����� 		% 3�4�316%



= ���� ������ ��	 �
���

�.8)<=�� ��-�.� (� �	���� ��� �� �
���� 0�������	 �����������	��! �������
��� �������	 ��	���� �� ��� ������� ��		 �������	 �$������ ���� ��	�� <=�335=�
30<=%

�C'0?��� ����! ��� "� /� �
	����� 1����� 	���� �� �	���� ���������� ���

��	���� �� ��� ������� ��	�� �$������� ���	���� ��� '������ 45 �300?�� 		% <?1�
<<�%

�9D+06�"� �� ���.,	
�� �� �� �
��� ��� �� +� ���,��� 0 ��	!��� �� �������&
���� �	���� �	�������� )��8 C% )
�% ���	��%� 3< �3006�� 		% ?1=K??0%

���)/00�� "�	������
��� %�&�� ���� � ��	,��� �� "�  
��!� ��� �� )�����
*�	��&����� ��	������	 �����	���� ��� ����������	� 2� �3 ����������� ��������

����	�� �� ����		�	 ���	���� ��	���� ��� 4' ����������� ������� ���� ��	�� 00�
�<=5� 3000%

��+0=�� "�	���� ��� �� ���,�	� %-��,53 0 %� �� ��������� ��	��� ��� �&

	���� �!������ )��8 C% )
�% ���	��%� 30 �300=�� 		% 1�4K13=%
�F8-/0���� "�  
��!� �� �� ������ � �� �����	���� �� +� �
���
�� ���
�� �� ������� .	���	 ��������� �� ������ %� �� ������� ��� ������� 2� �
���% C% �����% 8����% '������ 33 �300��� 		% 3�<?�3�0?%

�F8-/03��� "�  
��!� �� �� �	���� � �� �����	���� �� +� �
���
�� ��
�� ������ ��� �� (� ����
������ 0 	���		! ����� �������	�� ���� ���� �	����

������3 0��	������ �� �����������	 2��� �!����� �� �����������	 ��!����� C%
���	��% ����%� 04 �3003�� 		% 3�66%


